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Resumo

Este artigo descreve como construir e resolver a lagrangiana para obter
as equagoes de movimento de uma esfera em um looping, tradicional equi-
pamento utilizado em laboratorios de fisica e outros espagos de divulga-
cdo cientifica para discutir aspectos ligados a conservacdo da energia. As
equacoes encontradas sdo codificadas em uma simulacdo computacional
que permite ao usudrio escolher alguns parametros, tais como altura de
langcamento, material e tamanho da esfera. Em resposta, a simula¢do mos-
tra a sua trajetoria e grdficos e tabelas da posicdo, velocidade, aceleracdo
e energia (em suas diversas manifestacoes) em fungdo do tempo. Sdo tam-
bém apresentadas algumas sugestoes de uso diddtico da simulacdo, e em
particular dos grdficos e tabelas produzidos por ela, para buscar ajudar
alunos e visitantes a aprofundar sua compreensdo das grandezas fisicas
subjacentes e suas interrelagbes. A simulagdo pode ser acessada em

<canzian.fsc.ufsc.br/looping>.

Palavras-chave: Simulacdo; Modelo computacional; Lagrangiana;
Looping; Loop-the-loop.

Abstract

This paper describes how to build and solve the lagrangian in order to
obtain the equations of motion of a sphere in the loop-the-loop track,
traditional equipment available in didactic physics laboratories and

science communication centers, usually employed to explore the aspects
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I. Introducao

O looping (ou loop-the-loop, como é denominado em textos de lingua inglesa) é um
tradicional equipamento utilizado em laboratdrios de fisica e outros espacos de divulgacdo ci-
entifica para discutir aspectos geralmente relacionados a conservacao da energia. A Fig. 1 mos-
tra um esquema do equipamento, que € produzido e comercializado por diversas empresas em
uma grande variedade de configuracdes, tamanhos e precos (CIENCIA PRIMA, 2014; AR-
BOR, 2014). Consiste em um trilho no qual rola uma esfera, que desce uma rampa e percorre

of conservation of energy. The equations were coded in a computer
simulation through which the user can choose some parameters such as
height of launch, material and radius of the sphere. In return, the
simulation shows the trajectory of the sphere and plots and tables of its
position, velocity, acceleration and energy (in its various manifestations)
as a function of the time. Some suggestions of didactic use of the
simulation, and specifically the plots and tables it generates, are also
presented in order to help students and visitors to better understand the
variables and their relationships to each other. The simulation can be

viewed at <canzian.fsc.ufsc.br/looping>.

Keywords: Simulation; Computer model; Lagrangian; Looping; Loop-
the-loop.

ou nao, dependendo da energia inicial, um circulo vertical (o looping propriamente dito).

Fig. I — Esquema do looping, em que uma esfera de raio rdesce uma rampa inclinada
de um angulo ¢ a partir de uma altura H, percorrendo ou ndo o looping de raio R, dependendo
de sua energia inicial. Sdo identificados também alguns pontos de referéncia utilizados na si-

mulagdo: ponto de lancamento (xy, Vo = H), ponto de conexdo rampa-looping (x.,y.), centro

v

Tf

do looping (x1,y.) e ponto final da trajetéria (xg, yr).
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Imagens, videos, textos explicativos e estratégias de uso do equipamento sd@o abun-
dantemente encontrados na internet (MATTHIAS, 2013; MIT, 2014; KHAN, 2014, RAGHU-
NATHAN, 2014). Entretanto, estes textos em geral discutem aspectos relacionados a parti¢cao
da energia cinética em energia cinética de translacdo e em energia cinética de rota¢do e na
consequéncia que isso tem sobre a altura de langcamento necessdria para que a esfera percorra o
looping completamente. Mais raramente incluem alguns cdlculos sobre a dependéncia da ener-
gia com a coordenada angular da esfera no looping.

Em geral, o discurso pode ser resumido como segue: uma esfera de massa m no topo
de uma rampa de altura H tem energia potencial gravitacional igual a E,,; = mgH. Ao chegar
ao final da rampa, esta energia transformou-se em energia cinética de translagcdo
Eprn = (1/2)mv? e de rotagio E,,; = (1/2)Iw?, onde v é a velocidade do centro de massa, I
o momento de inércia e w = v/r a velocidade angular de rotagdo da esfera, onde r é o seu raio.

Esta relagdo permite calcular a velocidade do centro de massa no final da rampa, o
que possibilita uma discussio sobre os efeitos da energia cinética de rotagdo. Para o "ponto
material" tipicamente encontrado nos livros, a velocidade do centro de massa seria v = \/Zg_H .
Levando-se em conta a rotacdo da esfera, cujo momento de inércia é I =(2/5)mr?, a velocidade
do centro de massa é v = ,/(5/7)2gH, diferenca cerca de 15% menor com relagdo ao movi-
mento sem rotagdo, ja razoavelmente perceptivel a um observador atento. Esta diferenca nao
depende nem do raio nem da massa da esfera, o que pode surpreender alguns espectadores.

Mas o que dizer sobre os detalhes do movimento da esfera em funcdo do tempo? Como
variam a sua velocidade, aceleracdo e energia ao longo da trajetéria? Quanto tempo a esfera
leva para chegar ao fim da rampa? A partir desta abordagem da conservacdo da energia nao
temos informagdes sobre a evolugdo temporal do sistema. Estas informagdes podem ser obtidas
a partir de suas equagdes de movimento.

Este trabalho tem trés principais objetivos: (1) deduzir as equagdes diferenciais para
o movimento da esfera em funcio do tempo, obtidas a partir do formalismo lagrangiano; (2)
apresentar uma simulacao de finalidade diddtica que integra estas equagdes, mostra 0 movi-
mento da esfera e gera graficos e tabelas com dados sobre a posicdo, velocidade, aceleracdo e
energia e (3) apresentar propostas de utilizacido da simulagc@o em sala de aula e outros contextos
educacionais, buscando estimular o espirito investigativo e aprimorar competéncias na aquisi-
cdo, organizac¢do, visualizacdo e interpretacao de dados.

I1. Materiais e métodos
Formalismo lagrangiano

O formalismo lagrangiano provavelmente ndo € estudado pela maioria dos licenciados
em fisica. Trata-se de um tema normalmente abordado em disciplinas avancadas de mecanica
(tipicamente chamadas de "Mecanica Analitica") existentes nos cursos de bacharelado em fi-
sica. Remetemos os leitores a alguns classicos livros didaticos de mecanica (GOLDSTEIN,
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1980; SYMON, 1982), ou mesmo uma busca na internet para obter detalhes sobre esse forma-
lismo.

Em linhas gerais, podemos dizer que representa uma alternatlva ao formalismo new-

toniano, que se fundamente na famosa equacao F dp /dt (ou F ma quando a massa é
constante). A escolha do formalismo em geral depende da natureza do problema — as vezes um
dos formalismos € muito mais conveniente que o outro — e eventualmente até do gosto de quem
se propode a resolver o problema.

No problema em questdo, as equacdes de movimento podem ser facilmente obtidas
para a rampa descendente e para a reta final, onde a for¢a normal € constante, aplicando-se as
leis de Newton. No trecho intermedidrio (o looping propriamente dito) a for¢a normal é varia-
vel, e as posi¢cdes em fungdo do tempo s6 podem ser calculadas numericamente, o que motivou
este trabalho.

A lagrangiana de um sistema € dada pela diferenca entre a energia cinética T e a ener-
gia potencial V:

L=T-V

Uma vez obtida a lagrangiana € possivel chegar as equacdes diferenciais para o mo-
vimento utilizando:

d OJL oL 0
dt axl) axi B
onde x; e x; para i = 1,..., N sdo as coordenadas generalizadas utilizadas na descri¢do do

sistema e suas derivadas em relacdo ao tempo. Esperamos que a anédlise do problema especifico
do looping, feita a seguir, deixe um pouco mais claro o que sdo as coordenadas generalizadas,
mas em todo caso remetemos novamente o leitor aos textos didaticos fundamentais para com-
preender o seu significado com mais profundidade.

O trilho sobre o qual a esfera rola pode ser dividido conceitualmente em quatro partes:
(a) uma rampa, do topo da qual € liberada a esfera; (b) um pequeno trecho curvo que faz a
ligacdo entre a rampa e o inicio do looping; (c) o looping propriamente dito, que € um circulo
no plano vertical e que a esfera pode ou ndo percorrer completamente dependendo de sua ener-
gia inicial, e (d) um trecho plano final, no qual, apds atravessar o looping a esfera rola sem a
acdo de forcgas externas relevantes.

Descendo a rampa

No caso de uma esfera rolando sem deslizar enquanto desce uma rampa, a energia
cinética € dada por:
1

1 .
T =§mv2 +5192

onde m é a massa da esfera, v a velocidade do seu centro de massa, I o momento de inércia e
0 = w a sua velocidade angular de rotacdo em torno do centro massa.
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O momento de inércia de uma esfera é dado por kmr?2, onde k = 2/5 no caso de uma
esfera macica. A velocidade angular e a velocidade do centro de massa estdo relacionadas por
0 = v/r de modo que a energia cinética pode ser expressa como:

1 1 , V7

T = Emv +§kmr 2
1

T = 5 (1 + k)ymv?

1 : :
T = 2 (1+ k)ym(x? + y?)

1 .

T = 5 (1 + k)(1 + tan?¢p)mx?

Na equacdo acima, utilizamos o fato de que o valor da coordenada y(t) do centro de
massa da esfera descendo a rampa estd relacionado com a coordenada x(t) por

y(t) = H —x(t)tan ¢
e a velocidade com a derivada disso, ou y = —xtan ¢ é o dngulo da rampa com a horizontal e

H a altura do centro de massa da esfera no ponto de lancamento.
Utilizando esta mesma relacdo, escrevemos a energia potencial V:

V =mgy = mg(H — xtan ¢)
E a lagrangiana fica:

L= %(1 + k)(1 + tan? ¢p)mx? — mg(H — xtan ¢)

O calculo das derivadas leva a:

aL :
w m(1 + tan?¢)(1 + k)x
d oL 5 :
Ea = m(1l+tan“¢)(1+ k)x
oL
> mgtan ¢
Juntando tudo, as equagdes diferenciais para x(t) e y(t) ficam:
: g tan ¢ g _
* A+ 01+ tan2g _ (1+k) mecose
: g tan ¢ .
Y S THanitae ™l Tarn e

Como todos os termos a direita sdo constantes no tempo, as solugdes sao as esperadas
equagdes para o movimento retilineo uniformemente variado:

1
x(t) = xg+ Vgt + Eaxt2

L
yit) = yo+ Voyt + ant
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Se a coordenada y da posicao inicial do centro de massa de uma esfera de raio x esta
em y, = H em uma rampa que faz um angulo ¢ com a horizontal, a coordenada x da posi¢ao
inicial do seu centro de massa € dada por x, = r/sin ¢p. Tomando vy, = 0 € vy, = 0, obtemos

as equagdes efetivamente codificadas para este trecho da simulagao:

_ r 1 ) )
x(t) = Sin¢+§(1+k)smqbcos¢t
_ 1 g
y@©) = H—E—(l+k)sm2q,’>1:2

Estes resultados remetem aos conhecidos resultados para um corpo deslizando sem
rolar em um plano inclinado, com algumas pequenas modificagdes. Primeiro, podemos pensar
na rotacdo, a qual estd associada uma energia cinética proporcional a energia cinética de trans-
lacdo (E,o¢ = kE,), como uma translacdo em um "planeta” em que a aceleracio da gravidade
€ g' = g/(1 + k). A seguir, lembramos que nos livros de fisica este problema usualmente apa-

rece como um problema de MRUV em que as componentes da acelera¢do sdo a,» = g'sin¢g e

a,» = 0 em um sistema de coordenadas S’ em que o eixo x’ é paralelo a rampa. No sistema de

y
coordenadas S do laboratério as componentes da aceleracdo seriam a, = a,/cos¢ =

g'sin¢cos ¢ e a, = a,ssin¢p = g'sin? ¢, iguais as obtidas a partir da lagrangiana.

Percorrendo o looping

Finda a rampa, a esfera entra no trecho que denominamos conexdo rampa-looping.
Para equacionar o que acontece neste trecho, entretanto, é conveniente tratar antes o problema
do looping propriamente dito, o que fazemos nesta se¢do, retornando em seguida ao problema
do trecho de conexao.

A equacdo diferencial para o movimento da esfera percorrendo o looping pode ser
obtida exatamente como no caso anterior, considerando-se a lagrangiana para o sistema. Neste
caso novamente a energia cinética € dada pela soma da energia de translacdo com a de rotagao,
mas € mais convenientemente expressa em termos do angulo « de rotacao da esfera no looping,

que € o angulo entre a vertical e a posi¢ao da esfera:

1 . . 1 -
T = Em(x2+y2)+5kmr292
T = lmch'zZ+lkmr26'?2
2 2

Quando a esfera anda uma distancia Ra no looping, um ponto em sua superficie anda
uma distancia 78, de modo que 6 = (R/7)a, o que permite escrever a expressio para a energia
cinética apenas em termos de a:

1 R? .

1 . 1 .
T = EmRzoz2 + Ekmrzr—zaz = Em(l + k)R?a?

A energia potencial é dada por:
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V =mg(R — Rcos a)

A lagrangiana dada por:
1 :
L=T-V= Em(l + k)R?a?* —mg(R — Rcos @)

As derivadas requeridas sdo:

oL _ 1+ k)R?%a

5~ MUAtHRa
4oL _ 1+ k)R?a
dtda m( Ra

oL _ Rsi

e mgRsina

Juntando tudo, obtemos:
a= —Lsina
1+ k)R

Esta é a equacgdo diferencial para o péndulo simples em um mundo com gravidade
g ' =9g/(1 +k), no ponto onde usualmente é feita a aproximacdo de pequenos aAngulos
sina = a. No nosso caso, como queremos que a esfera percorra todos os angulos, obviamente
nio podemos fazer esta aproximagdo. Sem a aproximagao, a equacao diferencial ndo tem solu-
cdo analitica e empregaremos métodos numéricos para integra-la. Neste trabalho, utilizamos o
tradicional método de Runge-Kutta de 4% ordem partindo de @« = 0 e prosseguindo a integracao
até que a esfera complete o circulo atingindo @ = 2m, caso tenha energia inicial suficiente para
tanto, ou descole do looping quando a aceleracio centripeta v2 /R igualar-se a gravidade g.

Conexao rampa-looping

Num sistema fisico realista a passagem da rampa para o looping nado se d4 de forma
abrupta. Na nossa modelagem a rampa também ndo termina de forma abruptaem y = 0, quando
x = H/tan ¢, mas em um arco de circulo. Por conveniéncia, vamos supor que o raio deste arco
de circulo seja igual ao raio do looping. O problema consiste em encontrar as coordenadas (x,,
y.) do ponto em que a tangente ao arco € exatamente igual ao angulo de inclinagdo da reta.
Considerando que a reta que liga o inicio da rampa (0, H) a (x., y.) € perpendicular a reta que
liga (x., y.) ao centro do circulo (x;, ¥;), um pouco de trigonometria permite calcular as coor-
denadas (x., y.) do ponto de conexao:

H — R(1 — cos ¢)
tan ¢
Yo = R(1 —cos¢)

Desse modo, quando o centro de massa da esfera atinge essas coordenadas ao descer

X, =

a rampa, o calculo da trajetdria passa a ser feito pela metodologia discutida na se¢ao anterior
(Percorrendo o loooping).
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Reta final

Uma vez tendo percorrido o looping a esfera entra na reta final, onde seu centro de
massa realiza um trivial movimento retilineo uniforme com equagdes de movimento dadas por:
x(t) = xp+ vt

y@) = r

sendo v, = +/2gH/(1 + k), no caso de um sistema sem atrito.

Oscilacao ou queda livre

Caso a esfera nlo tenha energia suficiente para percorrer o looping, sdo dois 0s seus
possiveis destinos: oscilar no looping ou cair em queda livre. Caso a energia inicial ndo seja
suficiente para que passe de @ = /2 a esfera ird oscilar seguindo as equag¢des de movimento
encontradas para o0 movimento no looping, que serdo integradas numericamente. Caso ultra-
passe este angulo mas ndo tenha energia suficiente para atravessar o looping, vai descolar do
trilho e cair em queda livre, girando. Neste caso, as equacdes de movimento sdo as do langa-
mento obliquo:

x(t) = Xq + Uyqt
1
y(©) = Ya+vyat+sgt?

nas quais x; = Rsina, e y; = Rcos a,; sao as coordenadas do ponto em que ocorre o desloca-
mento e v,y = Racosa e vyy = Rasina as componentes da velocidade do centro de massa
neste ponto.

Mas qual a condicao para que a esfera descole do trilho, que indica quando o modelo
utilizado no célculo deve ser substituido?

Quando a esfera estd a um angulo a > /2, o equilibrio de forcas pode ser escrito em
termos da componente radial e da componente tangencial. Para a componente radial temos a
normal N e a parte do peso dada por —mgcos a cuja soma deve ser igual a forca centripeta.
Para a componente tangencial hd somente a parte do peso dada por mgsin a, que € igual a
massa da esfera multiplicada pela aceleracao que modifica o médulo de sua velocidade tangen-
cial a medida que sobe o looping:

mv
N —mgcosa = ——

R
mgsin = ma;

O descolamento ocorre quando a normal N se anula e, portanto:

172

—gcosa =
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E possivel encontrar o valor do angulo para o qual isto acontece em fungio da altura
de lancamento e do raio do looping aplicando a conservacgdo da energia. No ponto em que hd o
descolamento o balanc¢o da energia e a equag¢do acima levam a:

mgH = mg(R — Rcosa) + %m(l + k)v?
v? = (12_{‘_9’1() [H—R(1—cosa)]
29
—Rgcosa = A+ 5 [H—R(1—cosa)]
2 H
cosa = _(3+k)(ﬁ_1)

A altura de langamento € obviamente o parametro relevante, pois define a energia total
E = mgH inicial no sistema. Sua relagdo com o raio do looping determina se a esfera percorrera
ou ndo o looping. A altura minima H,,;,, de lancamento para que isto aconte¢a num sistema sem
atrito pode ser calculada utilizando a conservacdo da energia mecanica e considerando que a
esfera fard o looping se a sua velocidade no topo prové-la de aceleracdo centripeta no minimo
igual a aceleracdo da gravidade:

1
mgHmm = mg(2R) + > (1 + k)mv?
v? B
R - g
1
mgH = mg(2R)+ > (1+ k)mRg
1
H,.. = 2R +5(1+K)R

O angulo de inclinacdo € totalmente irrelevante quando nao consideramos perdas de
energia ao longo da trajetéria. Quando estas sdo consideradas, angulos menores levam a per-
cursos maiores na rampa e, portanto, a uma maior dissipacdo da energia.

Implementacao computacional

A implementacdo computacional foi feita utilizando HTML (HICKSON et al., 2014),
CSS (BOS et al., 2011) e JavaScript (WIRFS-BROCK et al., 2015), que permite uma integra-
cdo natural entre texto, ilustracdes dinamicas, graficos e elementos de interatividade (botdes,
barras deslizantes etc.). Para a apresentacdo dos gréficos foi utilizado o pacote FLOT (LAUR-
SEN; SCHUNUR, 2014).

No programa, o problema estd dividido em rotinas que implementam as equagdes da
secdo anterior. A primeira rotina, que controla a descida da rampa, utiliza as equagdes para o
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movimento retilineo uniformemente acelerado levando em conta a rotacdo da esfera. A segunda
rotina implementa o algoritmo numérico de Runge-Kutta de 4* ordem (PRESS et al., 2007) para
integrar a equacdo diferencial e propagar a trajetéria na conexdo rampa-looping. A terceira ro-
tina utiliza o0 mesmo método numérico para propagar a trajetéria no looping, avaliando o que
acontece nele (retorno sem queda livre, queda livre ou travessia completa) e encaminhando o
processamento para rotinas que implementam as equacdes para cada caso.

Durante todo o calculo os valores das sucessivas posicoes (X.m, € Vem), Velocidades
(Vxem € Vyem)s aceleragoes (Ayem € Ay em) € a divisdo da energia nas suas diversas manifestagdes
(Epots Ecin» Etots Etra € Eror) s80 armazenados em intervalos de 1 milissegundo (0,001 s). Os
pontos nos graficos, no entanto, sdo apresentados a intervalos de 1 décimo de segundo (0,1 s)
ou um centésimo de segundo (0,01 s), de acordo com a escolha do usudrio. Nos trechos em que
o movimento € circular (conexdo rampa-looping e looping) o algoritmo de Runge-Kutta utiliza
um passo de 10 microssegundos (0,00001 s), suficiente para evitar variacoes na energia total
no intervalo considerado.

IT1. Resultados
Interface com o usuario

A Fig. 2 mostra a interface com o usudrio do programa de simulacdo. Nela, o usudrio
pode escolher: (a) o material e (b) o raio da esfera, combinacdo que permite explorar a depen-
déncia dos resultados com a massa da esfera; (c) a taxa de amostragem do movimento e (d) a
altura de lancamento, dada em funcao do raio do looping.

Trajetorias

A Fig. 3 mostra desenhos equivalentes aos resultados que seriam obtidos com técnicas
fotograficas utilizando uma fonte de luz estroboscdpica para registrar o movimento da esfera
ao longo do looping. No quadro superior estd representada uma trajetdria a qual nos referiremos
como de "altura baixa" de langcamento, em que a esfera ndo tem energia suficiente para subir o
looping ao ponto de descolar-se dele ou de percorré-lo completamente. Nesse caso, na auséncia
de forgas dissipativas, a esfera oscilaria entre o ponto de lancamento e o ponto de mesma altura
no looping. No quadro central estd representada uma trajetéria a qual nos referiremos como de
"altura intermedidria", em que a esfera tem energia suficiente para passar do primeiro quadrante
do looping mas ndo para percorré-lo completamente. Nesse caso, a esfera "descola" do looping
e cai em um movimento semelhante ao denominado por langamento horizontal nos textos de
fisica. No quadro inferior esta representada uma trajetéria a qual nos referiremos como de "al-
tura elevada" de lancamento, em que a esfera tem energia suficiente para percorrer o looping
completamente.
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@ Ahyminio
Ferro

@r=2cm
¥=3cm

0,1s
@001z

0.5 U 30
20x R

Fig. 2 — Interface do programa de simulacdo. O usudrio pode escolher diferentes
densidades de materiais (aluminio ou ferro), diferentes tamanhos da esfera (r =2 cmour =3
cm), diferentes intervalos de amostragem dos resultados (0,1 s ou 0,01 s) e diferentes alturas

de langamento (o que define o dngulo de langcamento, uma vez que o raio R do looping ¢é fixo).

A Fig. 3 mostra apenas o que o espectador pode perceber com seus préprios olhos
explorando o equipamento. A intencdo desse trabalho, entretanto, é oferecer subsidios e estra-
tégias para permitir a ampliacdo da percepcao das caracteristicas do movimento através da ana-
lise dos graficos das componentes dos vetores posi¢cdo, velocidade e aceleragdo e das vdrias
manifestacdes da energia (cinética, potencial, translacional, rotacional e total) do sistema.

Posicao em funcao do tempo

Apesar da dificuldade que muitos estudantes t€ém para interpretar graficos, o grafico
da posi¢dao em fungdo do tempo é provavelmente o de mais facil interpretacdo. A percepcao da
variacdo da posi¢do de um objeto € direta, e, exceto em situacdes muito peculiares, ndo exige
abstracdes complexas. Entretanto, representar separadamente as coordenadas e o tempo
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H=007m =70

Fig. 3 — As imagens geradas pelo programa simulam o resultados que seriam obtidos
com técnicas fotogrdficas utilizando uma fonte de luz estroboscopica para registrar o movi-
mento da esfera ao longo do looping para trés situacoes que denominaremos altura baixa de
lancamento (quadro superior), altura intermedidria de langamento (quadro central) e altura

elevada de lancamento (quadro inferior).
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em um plano cartesiano consiste em uma abstragdo relativamente sofisticada, mas € justamente
para a constru¢do dessa competéncia que esperamos contribuir.

Ao ajudar os alunos a interpretar o que veem no gréfico, o mediador pode, com razo-
avel tranquilidade, utilizar termos como "subir" e "descer" e "esquerda" e "direita", uma vez
que ha uma correspondéncia entre os seus significados e o que acontece com a esfera e com as
linhas do grafico. Vejamos o que acontece para o caso de um lancamento a baixa altura (Fig. 4,
quadro superior). A curva correspondente a coordenada x (marcada com circulos) "sobe" a me-
dida que o tempo passa — € a esfera indo sempre para a direita — até certo ponto em que parece
nem subir nem descer (um "patamar"), que corresponde ao instante em que a esfera para no
looping e depois comega a "descer", voltando em dire¢do a rampa. Para a interpretacdo da curva
correspondente a coordenada y (marcada com quadrados), a correspondéncia € ainda mais di-
reta: tal como a linha, a esfera desce, sobe e desce novamente.

As curvas para a coordenada y t€ém a mesma estrutura nos trés casos (descida seguida
de um "morro"). Entretanto, exceto no primeiro trecho, representam desfechos diferentes. A
diferenca fica evidente quando comparamos as curvas para a coordenada x, especialmente os
trechos em que varia linearmente, decrescendo para o langamento a altura intermedidria (a
queda livre com alguma velocidade a esquerda) e crescendo para o langcamento a altura elevada
(o movimento retilineo uniforme do centro de massa no trecho horizontal final do equipa-
mento).

No primeiro trecho (a rampa), apesar de 0 movimento acontecer em linha reta (incli-
nada), as linhas nos gréaficos sdo curvas suaves (a variacao da posicao € quadratica com o tempo
(x gt?). E interessante comparar esse comportamento com o que acontece no tltimo trecho no
caso de lancamentos altos (H > 2,7R;). Nesse caso, a esfera também percorre uma reta (hori-
zontal) mas, diferentemente do primeiro trecho, os graficos mostram retas (inclinada no caso
de x).

Velocidade em funcao do tempo

O moédulo da velocidade (|v|¢m,, marcado por tridngulos na Fig. 5) € bem intuitivo: a
velocidade cresce enquanto a esfera desce a rampa, diminui quando comega a subir o looping e
atinge o maximo no final do movimento.

Em todos os casos hd um minimo. No lancamento a baixa altura, o minimo est4 asso-
ciado ao ponto em que a esfera para no looping e a seguir retorna em dire¢do a rampa (as com-
ponentes Vyepy € Vycm S€ anulam neste ponto). No langamento a altura intermedidria, o minimo
estd associado a um momento um pouco posterior a0 momento em que a esfera "descola" do
looping (Vy¢m = 0). No langamento a altura elevada o minimo se dd quando a esfera estd no alto

do looping (V¢ € nula € Vyep, €, numericamente, maxima).
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As componentes Vyem € Vycp t€m variagdes abruptas nos pontos de conexdo rampa-
looping e looping-reta-final. Para a componente v, nos gréaficos para langamento a altura
intermedidria e altura elevada, antes da conexao rampa-looping, a velocidade vertical cresce
(negativamente) linearmente, mas deve passar rapidamente a zero quando atinge o fundo do
looping. No caso do langamento a altura elevada, o mesmo se d4 na transicao looping-reta-final.
Apesar de pouco usual se comparado ao que normalmente se encontra nos livros de fisica, essas
variagdes abruptas estdo associadas a mudancas bruscas na aceleracio e, consequentemente, na
forca que a estrutura do looping tem que fazer sobre a esfera (pense no que aconteceria nesses

pontos em uma pista de borracha).

Aceleracao em funcao do tempo

Os grificos para 0 médulo |a|c, € as componentes Ay, € Aycm para as trés situagdes
de lancamento sdo mostrados na Fig. 6.

No langamento para altura baixa, @y, € pequena, € a componente d,,c,, domina. Per-
cebe-se que a componente a,.,,, ndo é nula pelo pequeno deslocamento para cima que se vé
perto dos 0,80 segundos, quando a esfera atinge o fundo do looping e a aceleragcdo se anula.
Depois desse ponto, a componente a,.,, oscila um pouco enquanto a esfera sobe o pequeno
trecho do looping e retorna ao fundo, quando termina a simulagdo. A componente @, fica
cada vez mais negativa a medida que a esfera sobe o looping, atingindo seu maximo no ponto
de retorno (em que a tangente a trajetoria estd mais proxima possivel da vertical), voltando a
zero quando chega novamente ao fundo do looping.

Para o lancamento a uma altura intermedidria, o grafico € essencialmente 0 mesmo
até cerca de aproximadamente 0,8 s, exceto por uma amplificacdo da escala vertical (a acelera-
cdo € maior) e uma contracdo da escala horizontal (a esfera é mais rapida). No entanto, nesse
instante a esfera descola-se do trilho e passa a fazer o movimento de um projétil, sujeita somente
a aceleracao da gravidade.

No langamento a uma altura elevada, o grafico € essencialmente 0 mesmo até cerca
de 0,7 s, com uma maior amplificacdo da escala vertical e contragdo da escala horizontal. Como
nessa situacdo ela tem energia suficiente para percorrer o looping, nota-se a diferenca de fase
das componentes Ay € Aycpy: ambas se anulam em @ = 0, w ¢ 27 € uma € maxima e a outra
¢ nula nos em a = /2 e 3w /2. Na reta final, o movimento do centro de massa ¢ retilineo e

uniforme, com aceleracio nula.

Energia em funcao do tempo

Os graficos para as vérias manifestacdes da energia (Fig. 7) parecem muito similares
para as trés situacdes de langamento. As caracteristicas mais marcantes, em todos os casos, sdo:
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(a) a constancia da energia total (como era de se esperar);

(b) o fator de escala entre a energia cinética total e as energias cinéticas de translagao
e rotacao (Eror = (2/7)Ecin, Etrn = (5/7)Ecin);

(c) a complementaridade entre a energia cinética total e a energia potencial, cuja soma
sempre resulta na energia total.

Tabelas de dados

O programa também gera tabelas com os valores das varidveis cinemadticas (posicao,
velocidade e acelera¢do) do movimento e com os valores da distribuicdo da energia entre as
suas classificagdes (potencial, cinética, total, cinética de rotacdo e cinética de rotagdo). O pro-
grama permite imprimir estas informagdes em passos de 0,1 s oude 0,01 s, a critério do usudrio.
As tabelas 1 e 2 mostram os resultados para o caso de um lancamento de uma altura intermedi-
aria (em que a esfera "descola" do looping e cai em queda livre) em intervalos de 0,1s.

Tabela 1 — Valores das varidveis cinematicas (componentes € médulo da posi¢do, velocidade e
aceleracdo) da esfera ao longo de uma trajetoria iniciada de uma altura intermedidria (em que a
esfera "descola" do looping e cai em queda livre).

t Xem Yem Vxem Vyem Vem Axcm Aycm dcm

(s) (m) (m) (m/s) | (m/s) | (m/s) | (m/s’) | (m/s®) | (m/s?)
0.00 0.043 | 0.300 | 0.000 | 0.000 | 0.000 291 -1.55 3.29
0.10 0.057 | 0292 | 0.291 | -0.155 | 0.329 291 -1.55 3.29
0.20 0.101 0.269 | 0.581 | -0.310 | 0.659 291 -1.55 3.29
0.30 0.173 | 0.230 | 0.872 | -0.465 | 0.988 291 -1.55 3.29
0.40 0.275 | 0.176 1.163 | -0.620 | 1.318 291 -1.55 3.29
0.50 0.406 | 0.106 1.453 | -0.775 | 1.647 291 -1.55 3.29
0.60 0.567 | 0.024 1.901 | -0.498 | 1.965 1.72 -0.45 1.77
0.70 0.721 0.102 | 0.610 1.548 1.664 -2.39 -6.06 6.51
0.80 0.704 | 0.228 | -0.602 | 0.803 1.004 3.36 -4.48 5.60
0.90 0.641 0.261 | -0.631 | -0.161 | 0.651 0.00 -9.80 9.80
1.00 0.578 | 0.196 | -0.631 | -1.141 | 1.304 0.00 -9.80 9.80
1.10 0.515 | 0.032 | -0.631 | -2.121 | 2.213 0.00 -9.80 9.80
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Tabela 2 — Valores associados as vérias manifestacdes da energia (potencial, cinética, total,
cinética de translacdo e cinética de rotagdo) da esfera ao longo de uma trajetéria iniciada de

uma altura intermedidria (em que a esfera "descola" do looping e cai em queda livre).

t Epot Ecin Etot Etn Erot
(s) (mJ) (mJ) (mJ) (m]J) (mJ)
0.00 248.0 0.0 248.0 0.0 0.0
0.10 241.0 6.9 248.0 4.9 2.0
0.20 221.0 27.5 248.0 19.6 7.8
0.30 186.0 61.9 248.0 44.2 17.7
0.40 138.0 110.0 248.0 78.5 31.4
0.50 76.5 172.0 248.0 123.0 49.1
0.60 3.8 245.0 248.0 175.0 69.9
0.70 73.0 175.0 248.0 125.0 50.1
0.80 184.0 63.8 248.0 45.6 18.2
0.90 213.0 349 248.0 19.2 15.7
1.00 156.0 92.6 248.0 77.0 15.7
1.10 11.0 237.0 248.0 222.0 15.7

IV. Sugestoes de atividades

Algumas perguntas simples podem orientar os estudantes a observar com mais aten-
cdo detalhes dos graficos. Uma observacdo mais atenta, além de revelar sutilezas a respeito do
movimento e ajudar o estudante a incorporar conceitos e relacdes entre eles, ajuda a desenvolver
uma habilidade fundamental na sociedade de informac¢do em que vivemos.

Sdo muitas as perguntas que podem ser feitas e respondidas a partir da observacao
direta dos gréficos, entre elas:

¢ Qual o tempo necessario para que a esfera chegue (pela primeira vez) ao ponto mais
baixo da sua trajetoria?

e Com que velocidade chega neste ponto?

¢ Qual o tempo necessdrio para que a esfera chegue ao ponto mais alto de sua trajeto-

ria?
e Com que velocidade chega neste ponto?

¢ Qual a distancia percorrida x até o inicio da subida do looping (que é o ponto mais
baixo da trajetéria)? E a distancia y? E a distancia total (d = \/x? + y?)?

* Em que pontos da trajetdria as velocidades Vycp, € Vycp S€ anulam?

¢ Em que pontos o médulo da velocidade (|v|,,) se anula?

e Em que trechos da trajetdria a aceleracdo € constante?
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e Em que pontos da trajetdria a aceleragdo € nula?

e Em que pontos ou trechos a acelera¢do € maxima? Qual o valor da aceleracao nestes
pontos/trechos?

¢ Escolha trés instantes de tempo e verifique se hd a conservacio da energia mecénica
(isto é, se a soma da energia cinética com a energia potencial é de fato a mesma em todos os
pontos).

e Escolha trés instantes de tempo e determine a razdo entre a energia cinética de trans-

lacdo e de rotagdo. Ela permanece constante ou varia ao longo da trajetéria?

A partir dos dados coletados € possivel solicitar ao estudante que construa algumas

grandezas indiretas:
¢ Qual a velocidade média da esfera na rampa?

¢ Qual a velocidade média no looping propriamente dito?
e Qual a velocidade média no circuito?

O procedimento de coleta de dados sugerido acima pode ser feito de maneira sisteméa-
tica, gerando tabelas e gréificos, como a da Fig. 8, que mostra o tempo que a esfera leva para
atingir o ponto mais baixo da trajetéria em fun¢do da altura de lancamento para esferas de di-
ferentes tamanhos. O mesmo poderia ser feito com o tempo necessdrio para que a esfera per-

corra o looping, por exemplo.

1.1
M=Zcn M r=3com
1.0
ne
o 02
2y
g
= 07
0.a
0.5
nn 05 1.0 1.5 20 a5 30 35

altura de langaments (<&)

Fig. 8 — Grdfico do tempo que a esfera leva para atingir o ponto mais baixo da traje-

toria, em fungdo da altura de lancamento para esferas de dois tamanhos diferentes.

Os dados disponibilizados nas tabelas permitem a constru¢ao de alguns graficos mais
incomuns que podem oferecer outros modos de "enxergar" o movimento. A Fig. 9, por exemplo,
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traz um grafico das componentes da aceleracdo em func¢do das respectivas componentes da ve-
locidade enquanto a esfera percorre o looping propriamente dito (o trecho circular da trajetdria).
Sao apresentados dados para H = 2,7R, limiar de possibilidade de a esfera atravessar o looping.

aceleracdo (m/ 52)

-3 2 -1 o | 2 3
welocidade (mfs)

Fig. 9 — Grdficos das componentes da aceleragcdo em funcdo das respectivas compo-
nentes da velocidade enquanto a esfera percorre o trecho circular da trajetoria para um lan-
camento a partir de H = 2,7R, limiar de possibilidade da esfera atravessar o looping. As mar-
cagoes correspondem ao ponto mais baixo da trajetoria (A), a meio caminho da subida (B), no
topo do looping (C), a meio caminho da descida (D) e novamente no ponto mais baixo da

trajetoria (E).

Um exercicio interessante pode ser buscar identificar, nos graficos, os trechos da tra-
jetdria. No inicio do intervalo considerado, a esfera estd "no chdo", com sua velocidade hori-
zontal maxima, velocidade vertical nula e as duas componentes da aceleracdo nulas (A). A
medida que sobe o looping, sua velocidade horizontal diminui e a velocidade vertical aumenta.
A meio caminho da subida, a velocidade e a aceleragdo horizontais sdo nulas (B). A caminho
do topo, a velocidade horizontal aumenta para a esquerda, atingindo um méximo (negativo) no
topo do looping, enquanto a velocidade vertical vai a zero (C). Na descida, a velocidade hori-
zontal continua negativa, mas diminui em mdédulo, voltando a ser nula no meio do caminho,
onde a velocidade vertical tem um maximo negativo (D). No final do looping a velocidade
horizontal é novamente médxima (positiva), e a velocidade vertical e as duas componentes da
aceleracdo se anulam (E).

As Fig. 10 e 11 mostram graficos um pouco mais simples mas nem por iSsoO menos
interessantes para o estudante de Ensino Médio. Diferentemente do exemplo anterior (Fig. 9),
em que hd a superposicao de pontos em apenas um ponto (a origem), nestes dois exemplos €
interessante observar que todos os pontos da relacdo estdo sobre um mesmo traco, ndo impor-
tando em que trecho da trajetdria a esfera esta.
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Fig. 10 — Grdfico da energia cinética em fungdo do modulo da velocidade, ao longo de
toda a trajetoria, para um lancamento a partir da altura mdxima permitida pela simulagdo.
Como a energia cinética é sempre proporcional ao quadrado da velocidade, todos os pontos

1 2 . C
caem sobre a mesma curva E_;, = > 1+ g)mvcm ), independentemente do trecho da trajetoria

em que se encontram.
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Fig. 11 — Grdfico da energia cinética em funcdo da energia potencial, ao longo de
toda a trajetoria, para um langcamento a partir da altura mdxima permitida pela simulacdo.
Como hd uma relacdo linear entre elas e a energia total do sistema é constante, todos os pontos
caem sobre a mesma reta E¢in = Etor — Epot), independentemente do trecho da trajetdria em

que se encontram.
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Estes sdo apenas alguns exemplos dentre muitos outros graficos que podem ser gera-
dos a partir das tabelas de dados. Estimular os estudantes a fazé-los e interpreta-los é ndao s6
uma oportunidade de convivio e fixacdo dos conceitos fisicos subjacentes, mas também uma
oportunidade para o desenvolvimento de habilidades de utilizacao de planilhas de célculos, por
exemplo, para a manipulacdo de dados e constru¢do de graficos em geral.

V. Conclusao

Neste trabalho exploramos em profundidade o looping, um clédssico aparato encon-
trado em muitos laboratdrios didaticos e de demonstragdes de fendmenos fisicos. Demonstra-
mos como obter as equagdes da trajetéria da esfera no looping utilizando o formalismo lagran-
giano, que poucos licenciados em fisica t€ém oportunidade de conhecer. Uma vez obtidas as
equacgdes, implementamos uma simulagdo computacional do sistema visando sua utilizacdo
como recurso didético para o ensino de fisica no Ensino Médio ou nas fases iniciais do Ensino
Superior e sugerimos algumas estratégias de uso. A simulacdo pode ser acessada em can-
zian.fsc.ufsc.br/looping.

A simulacdo permite que o usudrio controle alguns parametros do sistema (altura de
lancamento, raio e massa da esfera e intervalo de amostragem de dados), apresentando graficos
e tabelas de suas varidveis cinematicas e dindmicas (posi¢do, velocidade, aceleracio e energia
em suas diversas manifestacdes). As tabelas geradas pela simulagdo contém uma grande quan-
tidade de dados que podem ser analisados e combinados de varias maneiras, possibilitando a
compreensdo do fendmeno a partir de diferentes perspectivas, eventualmente auxiliando na in-
corporacdo, por parte do aluno, do significado das grandezas fisicas exploradas.
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