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Resumo

Este artigo busca construir uma ligagdo entre dois temas que tém recebido
cada vez mais ateng¢do nos anos finais da educagdo bdsica e nos anos ini-
ciais do ensino superior nas dreas de ciéncia e tecnologia: a introducdo a
fisica moderna e a introdugdo a técnicas bdsicas de programagdo. Como
pretexto, o artigo descreve como gerar figuras que representam, através
de um pontilhado ou uma escala de cores, as densidades de probabilidade
para o elétron em um dtomo de hidrogénio. Isso é feito apresentando bre-
vemente a fisica do problema de base e comentando algoritmos que (a)
implementam as equagoes do problema, (b) permitem gerar valores alea-
torios a partir de distribuicoes de probabilidades arbitrdrias e (c) efetiva-
mente produzem as figuras. O objetivo fundamental é mostrar ao leitor
como técnicas bdsicas de modelagem e visualizagdo de dados sdo efetiva-
mente implementadas utilizando um tema que em principio é de seu inte-
resse. A implementacao é feita em HTML/CSS/JavaScript, uma tecnologia
extremamente versdtil e acessivel que constitui a base de todo o contetido
na internet hoje, incluindo muitos ambientes educacionais virtuais.
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Abstract

This paper aims to bridge two subjects that have received increased
attention in the final years of the basic education and the first years
of undergraduate education in science and technology areas: a bridge be-
tween an introduction to modern physics and an introduction to
computer programming. As an example, the paper describes how to pro-
duce figures that represent, as a point density diagram or a color-coded
diagram, the probability density for an electron in the hydrogen
atom. This is accomplished through a short introduction to the
basic physics of the problem and through detailed comments on algo-
rithms that (a) implement the equations of the problem, (b) allow to gen-
erate random values from an arbitrary probability distribution and (c) ef-
fectively produce the figures. The main goal is to show the reader how
modeling and visualization techniques are implemented using a subject
that, in principle, is of her/his interest. The implementation uses
HTML/CSS/JavaScript, an extremely versatile and accessible technol-
ogy that underlays almost all internet content nowadays, including many

education platforms.

Keywords: Modern Physics; Hydrogen atom; Computer models; Data
treatment and visualization

I. Introducao

Possivelmente as imagens mais emblematicas associadas a Fisica Moderna e Contem-
poranea vistas por alunos de Ensino Médio e Ensino Superior sdo as que tentam representar as
possiveis configuracdes eletronicas de um elétron em um atomo de hidrogénio. Para além da
apreciacdo de sua beleza estética, a sua real compreensdo requer um elevado grau de abstragcdo
arespeito das relacdes entre as grandezas cinematicas do elétron (posi¢do, velocidade) e distri-
buicdes de probabilidades. A fim de proporcionar imediata clareza sobre o objeto deste traba-
lho, a Fig. 1 mostra duas representacdes dessas distribuicdes, produzidas da maneira que des-
creveremos a seguir.

Apo6s décadas de preocupacdes quanto a inser¢ao de contetidos de fisica moderna no
Ensino Médio (OSTERMANN e MOREIRA, 2000), a introducdo desse tema e, portanto, a
apresentacao e discussdo de imagens e conceitos como os discutidos aqui, ainda hoje € precaria
e fragmentada (DOMINGUINI, 2012). Imagens mais complexas sdo frequentemente
encontradas em livros de quimica quando abordam o tema dos orbitais. Via de regra os textos
optam por figuras pontilhadas que remetem, ainda que imprecisamente, a distribuicao
eletronica. ROZENTALSKI (2013), em sua dissertagao de mestrado em ensino de ciéncias pela
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USP, dedica um capitulo inteiro a uma analise da representacao iconica dos orbitais feita em
diversos livros didaticos. Em um livro do pioneiro Linus Pauling (PAULING, 1966), por
exemplo, as figuras sdo artisticamente tao bem elaboradas que o ilustrador (Roger Hayward) ¢
identificado com um destaque nao mais encontrado nos livros de hoje.

No Ensino Superior, essas imagens sdo encontrados nos livros didaticos (EISBERG;
RESNICK, 1986; BLATT, 1992; TIPLER; LLEVELLYN, 2001) de disciplinas tipicamente
identificados como "Fisica Moderna" ou "Estrutura da Matéria", que os alunos dos cursos de
fisica e algumas engenharias cursam apods o tipico ciclo basico de quatro semestres. Sao
imagens também abundantemente encontradas na internet (NAVE, 2012; WIKIMEDIA, 2015).

@ % ™ %

Fig. 1 — Distribuigoes de probabilidades de se encontrar um elétron em torno do nii-
cleo de um dtomo de hidrogénio. A esquerda, um mapa de cores (conhecido como “dark body
gradiente”) estd associado a distribuicdo de probabilidade. A direita, representacdo que uti-
liza uma densidade de pontos proporcional a densidade de probabilidade. Na primeira linha,
o estado fundamental (n = 1), camada K). Na segunda linha, os estados degenerados para o
primeiro estado excitado (n = 2, camada L); na terceira e quarta linhas, os estados degenera-
dos do segundo estado excitado (n - 3, camada K).

I1. Fundamentacao técnica

Solucoes da equacio de Schroedinger

As ilustragdes da Fig. 1 sdo tentativas de representar as funcgdes (ou variagdes delas)
resultantes da solug¢do da equacdo de Schroedinger para um elétron sujeito ao potencial
coulombiano do nucleo. Detalhes da solugdo e das equacdes podem ser encontrados em todos
os livros didaticos para o Ensino Superior citados anteriormente. Para a discussdo que segue,
entretanto, ¢ importante recuperar alguns aspectos:

Caderno Brasileiro de Ensino de Fisica, v. 33, n. 2, p. 667-696, ago. 2016. 669



1. No tratamento desse problema sdo utilizadas coordenadas esféricas, em que um
ponto no espaco, em vez de ser representado pelas usuais coordenadas cartesianas (x,y,z), €
representado por outra trinca de niimeros (7, 8, ¢), onde r € a distancia a origem, € o angulo
com relagdo ao eixo vertical € ¢ um angulo com relagao ao plano xz.

2. Nesse sistema, a solu¢do da equacdao de Schroedinger, W(r,8,¢), pode ser
representada pelo produto de trés fungdes, que dependem exclusivamente de apenas uma das
coordenadas. Isto ¢, W(r,6,¢) = R(r)0(0)D ().

3. A probabilidade de se encontrar o elétron em algum ponto entre (7, 8, ¢) e (r +
dr,0 +df6,¢ +dp) ¢ proporcional ao moéddulo quadrado da fungdo de onda (W*W)
multiplicado pelo elemento de volume dV em coordenadas esféricas (dV = r2sin 8drdfdg¢),
de modo que P(7, 8, p)dV =W*Wr?sin 8drdOd¢ (veja referéncias citadas anteriormente sobre
a defini¢do do elemento de volume).

No que segue serdo utilizadas algumas técnicas matematicas e de programagao de
computadores, além de algumas opcdes arbitrarias, para produzir diferentes visualizacdes de
uma dessas solugdes em particular.

Para concretizar minimamente o problema, sera tratada extensivamente a solugao com
numero quantico principal n = 3 (segundo estado excitado, camada M), nlimero quantico orbital
(associado a0 momento angular) ¢ (orbital p), nimero quantico magnético (projecao do
momento angular) m, = 0. Para este estado, as solugdes da equagdo de Schroedinger para as
trés variaveis sao dadas por:

4\/_ Z
Ry (r) = ( )3/2(—)(1 - )e‘ZT/3a0
3
00(0) = ECOSB
Do(p) = 1

sendo z o ndmero atdmico do nicleo e a, o raio de Bohr.

Ferramentas computacionais

Neste trabalho sdo empregadas as principais tecnologias utilizadas na produgdo de
paginas para a internet: HTML (Hypertext Markup Language) (W3C, 2014), CSS (Cascade
Style Sheets) (W3C, 2011) e JavaScript (ECMA, 2014).

Um dos principais motivos para a escolha dessas tecnologias deve-se ao fato de
estarem disponiveis e operacionais em qualquer computador que tenha um navegador instalado.
Para utiliza-las ndo ¢ preciso baixar, comprar, instalar e compilar nada. Basta abrir um editor
de textos qualquer, digitar seu texto de maneira apropriada, salvar como texto sem formatagao
e com a extensdao ".html", e carregar no navegador como uma pagina qualquer. O que for
produzido dessa maneira vai refazer os calculos, reproduzir os graficos e gerar as visualizagdes
em qualquer computador ou dispositivo movel do planeta, ndo importando em que sistema
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operacional esteja sendo executado (Windows, MacOS, Linux, Android etc), desde que tenha
instalado um navegador razoavelmente padronizado (Firefox, Chrome, Opera etc).

Outro bom motivo ¢ o fato dessas tecnologias funcionarem de maneira totalmente
integrada dentro de um unico documento HTML. Com isso, ¢ possivel atribuir ao documento
caracteristicas dindmicas tanto quando ¢ carregado pelo navegador quanto posteriormente,
através de agdes do usudrio (clicar botdes, deslizar controles) ou de temporizadores
programaveis. Para completar, essas tecnologias podem ser utilizadas para produzir desenhos e
graficos (estaticos, dindmicos e interativos) de altissima qualidade.

Provavelmente a parte mais dificil estd relacionada a compreensao dos comandos, das
regras de sintaxe e da logica de programagio necessaria para utilizar o JavaScript. Aqueles
interessados em desenvolver essas habilidades, recomendamos a utilizagdo de plataformas de
autoinstru¢do, como por exemplo a Codecademy (SIMA e BUBINSKI, 2015), a consulta
constante a materiais de referéncia e repositorios de exemplos (REFSNES, 2015) e a textos que
sistematizam sua aplicacdo no contexto do ensino de fisica (SILVA, 2016).

III. Calculo e visualizacido de funcoes de uma variavel

O primeiro passo para a producao de tabelas, graficos ou outra forma de visualizagao
de informacgdes quantitativas ¢ a geracdo dos numeros associados aos valores possiveis das
variaveis da funcdo e da fungdo propriamente dita. O pequeno trecho de codigo a seguir mostra
como fazer isso para a fun¢do radial R;;(r) apresentada na introducdo. Para visualizar os
resultados, € preciso copia-lo em um editor de textos, salva-lo e visualiza-lo no navegador. Em
um editor de textos basico, como o "Bloco de Notas" ou o "Gedit", o documento deve ser
simplesmente salvo como ".html"; em um processador de textos como o Word ou o LibreOftice,
¢ preciso certificar-se que o texto seja salvo como "texto sem formatacao" e com a extensao
" html".

Listagem 1 - Script para gerar valores de r e Rz (T).

<script>
var 7Z = 1; // carga do nucleo
var a0 = 1; // raio de Bohr

function R31(r) {
//calcula a funcdo de onda radial para n=3 e 1= 1
return 4*Math.sqrt (2)/3*Math.pow((Z/3/a0), (3/2))*
(z*r/a0)*(1-Z*r/6/a0) *Math.exp (-Z*r/3/a0) ;
}
// imprime resultados com duas casas decimais
for (var r=0;r<=20;r=r+0.5) {
document.write (r.toFixed(2) + "," + R31(r).toFixed(2) + "<br>");
}
</script>

Ao ser salvo, o texto acima constitui um documento que contém exclusivamente
instrugdes em JavaScript (delimitadas pelos rotulos <script>...</script>). Mais
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informagdes sobre como definir variaveis (var. . .), fungdes (function...) e seus valores de
retorno (return...), bem como sobre as funcdes matematicas Math.sqrt (x) (raiz quadrada
de X), Math.pow (x,a) (X elevado a a) e Math.exp (x) (€ elevado a x) e muitas outras podem
ser obtidas em sites de referéncia sobre JavaScript (REFSNES, 2015). Em resumo, para obter
os valores foi necessario (a) definir variaveis; (b) definir a funcdo e (c) utilizar uma estrutura
de repetigdo para calcular e imprimir o raio e o valor da fungdo com uma formatagao especifica.

O resultado da execugdo do script € uma lista com quarenta pares de valores r, R34 (1)
= { (0.00,0.00), (0.50,0.14), ..., (19.50,-0.02), (20.00,-0.02) }, impressos com duas casas
decimais (. toFixed (2)), separados por uma quebra de linha (<br>).

Graficos cartesianos

O proximo passo 6bvio € fazer um grafico dessa informagao, isto ¢, de R(r) X r. Para
tanto, ¢ preciso avangar um pouco mais na integragao entre HTML, CSS e JavaScript e entender
como incluir e utilizar bibliotecas de terceiros no documento, como ilustrado a seguir.

1.00

L)
il

10 1

L

20

Fig. 2 — Grdfico da parte radial funcdo de onda R34 (r) (em vermelho) e da densidade
de probabilidade radial T2|R3,(1)|? (em azul), em fungdo do raio. Ao grdfico da funcdo de

onda foi aplicado um fator 2 para melhorar a visualizacdo.

Listagem 2 - Documento utilizado para gerar o grafico da Fig. 2.

<html>

<script src="file://C:/flot/jquery.]js"></script>
<script src="file://C:/flot/jquery.flot.js"></script>

<body>

<div id='grR31' style='width:300;height:200;margin:auto'></div>

<script>
var 72 = 1;
var a0 = 1;

function R31 (r) {
return 4*Math.sqrt (2)/3*Math.pow((Z2/3/a0), (3/2))*
(z*r/a0)* (1-2*r/6/a0) *Math.exp (-Z*r/3/a0) ;

672 da Silva, N. C.




}

var ptsR31 = [];

var ptsR31lsqgr = [];

for (var r=0;r<=20;r=r+0.5)
ptsR31.push([r,2*R31 (r) ]

{
)
ptsR31lsqgr.push ([r, r*r*R31 (

r)*R31(r)1);
}
S.plot ("#grR31", [ptsR31,ptsR31sqgr],{ colors:["red","blue"] });
</script>
</body>
</html>

O bloco acima comeca e termina (<html>. ..</html>) com a especificacdo do trecho
que deve ser tratado como um documento HTML (existem outros tipos de documento lidos
pelos navegadores, como XML, PHP etc., que ndo abordaremos neste artigo).

A seguir, o documento contém declaragdes (<script src=...>...</script>) que
incluem bibliotecas no cdédigo. No caso, incluimos dois arquivos de uma biblioteca grafica
relativamente simples (LAURSEN e SCHNUR, 2015) previamente instalada em uma pasta na
raiz do sistema de arquivos de um computador rodando Windows. Essa especificidade pode ser
contornada utilizando-se um link direto para o site do projeto na internet ou adaptada para
outros sistemas operacionais. Existem muitas outras bibliotecas disponiveis (BOSTOK, 2015;
HIGHSOFT, 2015), com foco nas mais diversas finalidades (engenharias, dados demograficos,
mercado financeiro etc.). Devido a elevada padronizacao das estruturas de dados utilizadas no
JavaScript (ECMA, 2013) ¢ relativamente facil migrar de uma para outra conforme a
necessidade.

Em seguida ha um bloco que especifica o inicio e o fim do corpo do documento
(<body>...</body>), que € onde as informacdes serdo efetivamente apresentadas. O corpo do
documento tem apenas dois itens: (a) uma divisdo (<div>. ..</div>) vazia que funciona como
um container que receberd o grafico da fungdo, com dois parametros que definem sua largura
(width) e sua altura (height), em pixels; e (b) um script que, além de incluir a declaracdo de
variaveis e da funcdo feitas anteriormente, declara a varidvel que armazenara os pontos do
grafico (var ptsR31 = []), a estrutura de repeticao que preenche essa variavel com os pontos
(for ...)eocomando que evoca a funcao da biblioteca grafica que efetivamente faz o grafico
($.plot(...)). No exemplo, essa fun¢do recebe dois parametros, a identidade da divisao que
vai receber o grafico (graficoR31) € a matriz com os pontos a serem visualizados ([ptsR311).
A fung¢do pode receber parametros adicionais, informando opg¢des de desenho (tipo de grafico,
limites das escalas, cores, fundo, legenda etc.) mais informagdes e exemplos podem ser
encontrados na documentagao sobre a biblioteca (LAURSEN; SCHNUR, 2015).

De maneira totalmente analoga, podemos construir o grafico da fungdo angular 0(6),
apenas substituindo R31 por T01 em todos os pontos do documento e trocando o valor de retorno
da funcdo por return Math.sqrt (3/4/Math.PI) * Math.cos(x).
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Fig. 3 — Grdfico da parte angular (polar) da fungdo de onda 014(0) (em vermelho) e
da densidade de probabilidade angular|0,(8)|? (em azul) em fungdo do dngulo em radianos.

Listagem 3 - Documento utilizado para gerar o grafico da Fig. 3.

<html>

<script src="file://C:/flot/jquery.js"></script>
<script src="file://C:/flot/jquery.flot.js"></script>

<body>
<div id='grT10' style='width:300;height:200;margin:auto'></div>

<script>
function T10 (x) {
return Math.sqrt (3/4/Math.PI)*Math.cos (x);

}

var ptsTl0 = [];

var ptsTlOsgr = [];

for (var theta=0;theta<=Math.PI;theta=theta+Math.PI/36) ({
ptsT1l0.push ([theta,T10 (theta)]):;
ptsTl0sgr.push([theta,T10 (theta) *T10 (theta) 1),

}

$.plot ("#grT1l0", [ptsT10,ptsT1l0sqgr],{ colors:["red","blue"] });

</script>

</body>
</html>

Graficos polares

Uma forma eventualmente mais adequada de visualizar essa informagao ¢ através de
um grafico polar. Para ilustrar como utilizar as capacidades de desenho do JavaScript, o
exemplo a seguir mostra como fazé-lo sem utilizar bibliotecas graficas, que em geral dispdem
de métodos que facilitam a producgdo de figuras desse tipo.
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Fig. 4 — Grdfico polar da funcdo de onda 0,y(0) (em vermelho) e da densidade de
probabilidade angular |0,4(0)|? (em azul). Para maior clareza sobre a consequéncia dessa
distribuicdo no espago, a densidade de probabilidade angular foi completada para 6 de T a

21 (em cinza).

Listagem 4 - Documento utilizado para gerar o grafico da Fig. 4.

<html>
<body>

<canvas id="cnvPolar" width="200" height="200"
style="border:1px solid black"></canvas>

<script>

function T10 (x) {
return Math.sqrt (3/4/Math.PI)*Math.cos (x);
}

// captura do contexto grafico e transformacdo de coordenadas
var cnv = document.getElementById("cnvPolar");

var ctx = cnv.getContext ("2d");

var cnvW = cnv.width;

var cnvH cnv.height;

var grfWw = 1.25;

var grfH = 1.25;
ctx.transform(cnvW/grfW, 0,0, cnvH/grfH, cnvW/2,cnvH/2) ;
ctx.lineWidth = grfW/cnvW;

// desenho do circulo externo
ctx.beginPath () ;
ctx.strokeStyle = "black";
ctx.arc(0,0,0.5,0,Math.PI*2,0);
ctx.stroke () ;

// desenho das linhas pontilhadas radiais
for (var ang=0;ang<2*Math.PI;ang+=Math.PI/6) {
for (var i=1;i<25;i+=2) {
var r 0.5*1/25;
var x r*Math.cos (ang) ;
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var y = r*Math.sin (ang);
ctx.beginPath () ;

ctx.fillStyle = "black";
ctx.arc(x,y,0.005,2*Math.PI1,0);
ctx.£f111();

}

// desenho da linha pontilhada circular
var da = 2*Math.PI/36;
var r = 0.5/2;
for (var j=0;3<36;j+=1) {
var ang = j*da;
var x = r*Math.cos (ang);
var y = r*Math.sin(ang);
ctx.beginPath () ;
ctx.strokeStyle = "black";
ctx.arc(x,y,0.005,0,2*Math.PI,0);
ctx.f111();
}

// texto com os angulos

ctx.save ()

ctx.scale (grfW/cnvW,grfH/cnvH) ;

ctx.textAlign = "center";

ctx.textBaseline = "middle";

ctx.font = "llpx sans-serif";

ctx.fillStyle = "black";

for (var t=-Math.PI/2;t<(2*Math.PI-Math.PI/2)*0.9;t+=Math.PI/6) {
deg = (t*180/Math.PI+90).toFixed(0);
var x = 200/2*0.9*Math.cos (t);
var y = 200/2*0.9*Math.sin(t);
ctx.beginPath () ;
ctx.fillText (deg, x,Vy);

}

ctx.restore();

// desenho das fung¢bes proprimente ditas
ctx.rotate (-Math.PI/2);

var N = 100;

var da = Math.PI/N;

for (var i=0;i<N;i++) {

var a = i*da;

// funcéo

var £ = T10(a);

var x = f*Math.cos(a);
var y = f*Math.sin(a);
ctx.beginPath () ;
ctx.fillStyle = "red";

ctx.arc(x,y,0.0075,0,2*Math.PI,0);
ctx.fill();
// quadrado da funcéo

var £ = T10(a)*T10(a);
var x = f*Math.cos (a);
var y = f*Math.sin(a);

ctx.beginPath () ;

ctx.fillStyle = "blue";
ctx.arc(x,y,0.0075,0,2*Math.PI,0);
ctx.fill ();
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// complemento do quadrado da funcéo
ctx.beginPath () ;
ctx.fillStyle = "gray";
ctx.arc(x,-y,0.0075,0,2*Math.PI1,0);
ctx.£f111();

}

</script>

</body>
</html>

O documento descrito na listagem 4 comeg¢a com a declaracdo de que trata-se de um
documento HTML, seguida pela declaracao do corpo do documento. O corpo do documento
tem apenas dois elementos: um canvas € um script.

O canvas proporciona o contexto grafico onde o JavaScript pode, através de instrugdes
especificas, fazer desenhos. Nesse exemplo, o canvas tem quatro parametros: id, ao qual ¢
atribuida a sua identidade unica, width, que especifica sua largura em pixels, height, que
especifica sua altura em pixels e style, que lhe atribui uma borda continua com 1 pixel de
espessura (ao parametro style podem ser atribuidas varias declaragdes de estilo definidas no
CSS, separadas por ponto-e-virgula).

O script contém seis trechos distintos, cada um com uma finalidade, identificadas com
comentarios (as linhas iniciadas com //), descritas em detalhes a seguir.

Captura do contexto grafico

O JavaScript precisa saber onde deve desenhar, isto ¢, precisa do "endere¢o", ou, como
¢ conhecido no jargdo computacional, da referéncia ao elemento onde deve atuar. Esse
conhecimento ¢ obtido primeiro atribuindo a varidvel cnv uma referéncia ao objeto que tem o
id="cnvPolar". Isso ¢ feito com 0 método getElementById () (um método extremamente util
para a manipulacdo dos dados de todo o documento). A partir da referéncia a esse objeto, ¢
possivel acessar seus métodos (fungdes) e obter as suas propriedades, tais como o contexto
grafico (cnv.getContext ("2d")), a sua largura (cnv.width) € a sua altura (cnv.height).

Essas informacdes serdo utilizadas para adequar o sistema de coordenadas do desenho
ao sistema de coordenadas do canvas. Nesse problema em particular, o canvas tem 200 x 200
pixels e a origem (0,0) esta, por padrdo, no canto superior esquerdo. Por conveniéncia, ¢ mais
interessante que o espaco do desenho tenha dimensdes de 1,25 x 1,25 unidades arbitrarias e que
a origem esteja no centro. Essa transformacdo de coordenadas ¢ feita utilizando-se o método
transform(...), que por sua vez utiliza algumas variaveis auxiliares (grfw € grfH).

Transformacoes de coordenadas

Uma transformac¢do de coordenadas 7" leva um ponto X = (x,y) no sistema de
coordenadas especifico do problema a ser tratado a um ponto X' = (x',y") no sistema de
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coordenadas intrinseco do canvas. O método transform(mll, ml2, m2l, m22, dx, dy)

recebe seis parametros, interpretados como os elementos de uma matriz:

x' my; My, dx X
() e o))
1 1

1 0 0

ou, equivalentemente, como coeficientes de duas equagdes lineares:
x' = mypx +myy +dx
y' = mpx+myy+dy

Por exemplo, uma translacao do sistema de coordenadas, de modo a colocar a origem

no centro do canvas, seria dada por:

ctx.transform(1,0,0,1,cnvW/2,cnvH/2)

x' 1 0 cnvW/2 X
<y’> = (0 1 can/Z) . (y)
1

1 0 0 1
x' = 1x+0y+dx = x+cnvW/2
y' = Ox+1y+dy = y+cnvH/2

Uma transformagdo de escala do sistema de coordenadas, de modo que todas as
coordenadas expressas no sistema do problema sejam multiplicadas por um fator $S_x$ na

dire¢do x e um fator $S_y$ na diregdo y ¢ dada por:
ctx.transform(Sx,0,0,Sy,0,0)
x' Sy 0 0 X
1 0 o 1/ M
x' = Sx+0-y+0-1 = Sx
y = 0-x+Sy+0-1 = Sy
Uma rotagao do sistema de coordenadas, de modo que todas as coordenadas expressas
no sistema do problema sejam apresentadas rodadas de um angulo $\theta$ no sistema do
canvas ¢ dada por:

ctx.transform(Math.cos (t),Math.sin(t),-Math.sin(t),Math.cos(t),0,0)

x' cos@ sin8 0 X
(y’) = (—sin@ cos @ 0) : <y>
1 0 0 1 1

xcos 0 + ysin 6

x' = xcos@+ysin6+0-1
= —xsinf + ycos 8

y' = —xsinf +ycos6 +0-1
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No caso do grafico polar da listagem 4, ¢ feita uma transformacao de escala e uma
translagdao simultaneamente. Por fim, a espessura das linhas que serao desenhadas no canvas
sdo adaptadas a nova escala (ctx.linewidth).

Desenho do circulo externo

O segundo bloco do script desenha o circulo mais externo do grafico. A primeira
instru¢do, ctx.beginPath (), informa o JavaScript que um novo bloco de instrugdes de
desenho (um path, ou caminho ou trajetdria da "caneta") deve ser iniciado. A instrucdo
seguinte atribui a cor preta (black) a caneta que vai desenhar o contorno (stroke) do objeto
(no caso, um circulo). A instru¢do arc(x,y, r,ti, tf,s) desenha um arco de circunferéncia
no canvas, centrado em x,y, com raio r e angulos inicial e final ti e tf. Para circulos
completos, ti = 0etf = 2*Math.PI. O Gltimo parametro, s, especifica se o arco deve ser
desenhado no sentido horério (1) ou anti-horario (0), o que ¢ irrelevante quando se desenha
um circulo completo. A ultima instru¢do do bloco, ctx.stroke(), faz o JavaScript
efetivamente desenhar no canvas o contorno do arco, que até entdo s6 estava construido na

memoria.

Desenho das linhas pontilhadas radiais

As linhas pontilhadas radiais sdo desenhadas utilizando-se dois lagos for (...)
aninhados. O primeiro, mais externo, controla o angulo em que serdo desenhados, que vai de 0
a 21 em passos de /6. O segundo controla onde, ao longo do raio, serdo desenhados os 12
pontos que representam o raio (note que a variavel 7 inicia em 1, vai efetivamente até 24 e ¢
incrementada de 2 em 2 unidades). Dentro dos lagos, € calculada a distancia » do ponto ao centro
do circulo e as coordenadas polares » e 6 sdo convertidas para as coordenadas cartesianas
necessarias para desenhar no canvas.

Nesse bloco ¢ utilizada a instru¢do ctx.fillstyle que atribui a cor preta a area
delimitada pelo arco a ser desenhado (diferentemente da instru¢do strokeStyle no bloco
anterior, que atribuia a cor ao contorno da figura). Novamente, a instru¢do arc (. ..) € utilizada
para especificar que circulos devem ser desenhados nas coordenadas calculadas. Finalmente, ¢
utilizada a instrugdo ctx.fill() para efetivamente fazer o preenchimento dos circulos
diminutos (diferentemente de ctx.stroke (), que desenharia apenas o contorno).

Desenho da linha pontilhada circular

A linha pontilhada circular a meio caminho entre o centro e a borda da circunferéncia
externa ¢ desenhada dentro de um lago for (...) que calcula angulos entre 0 e 2n em
intervalos de 10 graus e as coordenadas x,y onde devem ser colocados os pontos a partir de um
raio 7 fixo. No mais, os pontos sd3o desenhados como no bloco anterior.
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Texto com angulos

A colocagdo de textos no canvas requer cuidados com relagdo a escalas, rotagdes,
alinhamentos, altura de linha e espagamento de caracteres. Uma referéncia bastante completa
sobre como lidar com textos no canvas pode ser encontrada em MDN (2015).

Neste exemplo, ¢ utilizada uma estratégia que introduz algumas novas instrugdes
convenientes quando se lida com o canvas. A primeira instrugdo do bloco, ctx.save (), salva
0 estado (sistema de coordenadas, cores de contorno e preenchimento, espessura de linha etc.)
do canvas naquele ponto. A instrugdo ctx.restore () no final do bloco restaura o estado salvo.
Isso significa que tudo o que for feito entre esses dois pontos (transformacdes de coordenadas,
alteragdes de cores e espessuras de linhas etc.) somente terd efeito entre essas duas instrugdes.

A segunda instru¢do do bloco (ctx.scale(sx,sy)) € uma versdo simplificada de
ctx.transform(...) que apenas aplica um fator de escala ao sistema de coordenadas (existem
outras, como ctx.rotate (ang) € ctx.translate (dx,dy), com resultados 6bvios). Nesse
caso, foi restaurada, temporariamente, a escala original do canvas.

As instrugdes ctx.textAlign="center" € ctx.textBaseline="middle"
especificam que o texto deve ser desenhado centralizado horizontalmente e verticalmente,
respectivamente, em torno do ponto de referéncia (a ser especificado posteriormente). Um lago
for (...) define os angulos onde os textos devem ser desenhados. Como no canvas os angulos
sdao especificados no sentido horario a partir do eixo horizontal, os angulos onde os textos
devem ser desenhados vao de —m/2 a 3n/2 em intervalos de n/6 radianos. Dentro do lago o valor
do angulo ¢ convertido para graus e formatado para 0 casas decimais (. toFixed (0)). O texto,
armazenado na varidvel deg, € efetivamente desenhado no canvas pela instrucdo
ctx.fillText (deg, x,y) tendo como referéncia o ponto x,y.

Desenho das funcoes propriamente ditas

O 1ultimo bloco do script praticamente ndo apresenta novidades em relacdao aos blocos
anteriores. Talvez digno de nota sejam: (a) o uso da instru¢do ctx.rotate (-Math.PI/2), que
reorienta o sistema de coordenadas de modo que a origem dos angulos esteja no topo do canvas,
e (b) o desenho do complemento do quadrado da fun¢do de onda angular, que foi adicionado
para auxiliar na compreensao da distribuigdo espacial real das probabilidades.

IV. Calculo e visualizacao de func¢oes de duas variaveis

As figuras mostradas na introducdo sido visualizagdes do produto |R(7)|*72|0(8)|?,
isto €, do produto do gréfico da Fig. 1 com o grafico da Fig. 3, para todos os valores de r e 6.
Sdo utilizados dois esquemas bastante distintos para representar o valor da fun¢do em cada

ponto, descritos a seguir.
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Gradientes de cores

Na Fig. 1, a esquerda, os valores da funcdo sdo mapeados a um gradiente de cores.
Gradientes de cores sdo tipicamente implementados através da atribuicdo de valores para as
componentes R (red, vermelho), G (green, verde) e B (blue, azul) que definem uma cor. R = G
= B = 0 produz preto, R = G = B = 1 produz branco, quaisquer outros valores de R = G = B
produzem tons de cinza indo do preto ao branco. Em geral os sistemas de video e impressoras
dividem o intervalo entre 0 ¢ 1 em 256 niveis (para cada cor separadamente), totalizando cerca
de 16 milhdes de cores possiveis.

Um gradiente linear de cores pode ser especificado informando-se os seus pontos de
parada (stops) e os valores que cada cor componente deve ter nesses pontos. Por exemplo, uma
escala de tons de cinza, indo do preto ao branco linearmente pode ser especificada como:

S = [0,00,1,00]
R = [0,00,1,00]
G = [0,00,1,00]
B [0,00,1,00]

S contém os pontos de parada, que neste caso sdo os extremos dos valores possiveis da
fungdo — 0 corresponde ao valor minimo assumindo pela fun¢ao (zmin) € 1 ao valor maximo
(zmax). 7, G e B contém as intensidades que cada componente deve ter em cada ponto de parada.
Nesse caso, as trés componentes vao variar de 0,00 a 1,00 igualmente, produzindo tons de cinza
indo do preto (R = G = B =0,00) ao branco (R = G = B = 1,00).

O exemplo a seguir mostra como especificar um gradiente linear que vai do vermelho
para z = zmin 20 azul para z = zmax, passando pelo verde no centro do intervalo. A primeira metade
do intervalo contém cores resultantes da mistura do vermelho com o verde, produzidos a medida
que a componente vermelha diminui de 1,00 a 0,00 e a verde aumenta de 0,00 a 1,00. A segunda
metade do intervalo contém cores resultantes da mistura do verde com o azul, produzidos a
medida que a componente verde diminui de 1,00 a 0,00 e a azul aumenta de 0,00 a 1,00.

S = [0,00,0,50,1,00]

R = [1,00,0,00,0,00]
G = [0,00,1,00,0,00]
B = [0,00,0,00,1,00]

O gradiente conhecido como dark body, implementado na biblioteca de andlise e
visualizagao de dados do CERN (CERN, 2015) contém tons que vao do preto ao branco,
passando por tons de vermelho, laranja e amarelo, e € especificado como:

S = [0,00,0,25,0,50,0,75,1,00]
R = [0,00,0,50,1,00,1,00,1,00]
G = [0,00,0,00,0,55,1,00,1,00]
B = [0,00,0,00,0,00,0,00,1,00]

Este gradiente divide o intervalo total em 4 partes iguais. No primeiro (0,00 a 0,25), o
vermelho aumenta de 0,00 a 0, 50, ¢ ndo ha contribui¢des nem do verde nem do azul. No
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segundo intervalo (0,25 a 0,50), o vermelho aumenta de 0,50 a 1,00, o verde aumenta de 0,00
a 0,55, e o azul permanece em 0,00. No terceiro intervalo o vermelho permanece em 1,00, o
verde aumenta de 0,55 a 1,00 e o azul permanece em 0,00. No quarto intervalo (0,75 a 1, 00),
o vermelho e o verde permanecem em 1,00 e o azul aumenta de 0, 00 a 1, 00.

A Fig. 5 ¢ uma tentativa de representar a contribui¢do de cada componente de cor dos
trés gradientes discutidos acima, bem como o espectro de cores gerado por cada um dos
esquemas. Frequentemente a escolha dos gradientes de cores utilizados para a visualizacdo de
dados ¢ vista, indevidamente, mais como uma questdo de opg¢ao estética (uma questdo de
"gosto") do que como uma opgdo técnica. Aqueles que desejam aprofundar seus conhecimentos
a respeito das consequéncias da escolha de diferentes esquemas de cores, recomendamos a
leitura de Rogowitz e Couet (2015).

Fig. 5 — Grdficos das contribui¢oes das componentes R (vermelha), G (verde) e B
(azul) na formagdo de alguns gradientes de cores. A esquerda, tons de cinza, em que as
contribui¢oes das componentes sdao iguais. Ao centro, um gradiente do vermelho ao azul,
passando pelo verde e tons intermedidrios. A direita, o gradiente dark body. Em cima da figura,
a contribuigdo relativa de cada componente de cor em cada intervalo, embaixo, o espectro de

cores gerado.

A biblioteca de rotinas de andlise e visualizagdo de dados do CERN, citada
anteriormente, apresenta uma implementacdo muito eficiente para gerar e utilizar gradientes
lineares de cores. A listagem 5 mostra como construir um documento que gera a Fig. 6
utilizando uma versdo nao tao eficiente (mas igualmente genérica e eventualmente mais
didatica) que implementa uma func¢do que retorna uma cor dentro do esquema dark body para
valores entre 0 ¢ 1 da fun¢do a ser visualizada.
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Fig. 6 — Densidade de probabilidade 1?|R31(1)|?|01¢(0)|? de se encontrar o elétron
do datomo de hidrogénio calculada para um plano que passa pelo centro do atomo. A extensdo

total da figura, tanto na vertical quanto na horizontal, corresponde a 50 raios de Bohr.

Listagem 5 - Documento utilizado para gerar a imagem da Fig. 6.

<html>
<body>

<canvas id="cnvDarkBody" width="250" height="250"
style="border:1px solid black"></canvas>

<script>

function R31 (r) {
return 4*Math.sqrt (2)/3*Math.pow((Z2/3/a0), (3/2))*
(z*r/a0)* (1-Z2*r/6/a0) *Math.exp (-Z*r/3/a0) ;
}

function T10 (x) {
return Math.sqrt (3/4/Math.PI)*Math.cos (x);
}

// definicdo da funcdo que define a cor do ponto
function darkBody(z) {

var S = [0.00, 0.25, 0.50, 0.75, 1.001;
var R = [0.00, 0.50, 1.00, 1.00, 1.001;
var G = [0.00, 0.00, 0.55, 1.00, 1.001;
var B = [0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 1.001;
if (z<0) r = g =Db = 0;
else if (z>1) r = g = b = 255;
else {

// descobre entre que "stops" esta z

var s;

for (s=0; s<S.length-1; s++)

if ((z>=S[s])&&(z<=S[s+1])) break;

// interpola as componentes das cores
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r = parselnt (Math.floor (255* (R[s] +
(R[s+1]-R[s])/(S[s+1]1-S[s])*(z-S[s]))));

g = parselnt (Math.floor (255* (G[s] +
(G[s+1]1-G[s])/(S[s+1l]1-S[s])*(z-S[s]))));

b = parseInt (Math.floor (255* (B[s] +
(B[s+1]1-B[s])/(S[s+1]-S[s])*(z=-S[s]))));

}
return "rgb ("+r+","+g+","+b+")";

}

// captura do contexto grafico e transformacdo de coordenadas
var cnv = document.getElementById ("cnvDarkBody") ;

var ctx = cnv.getContext ("2d");

var cnvW = cnv.width;

var cnvH = cnv.height;

var wrdwW 50;

var wrdH = 50;
ctx.transform(cnvW/wrdwW, 0, 0, —cnvH/wrdH, cnvW/2, cnvH/2)
ctx.rotate (Math.PI/2)

ctx.lineWidth = wrdW/cnvW;

// cdlculo e armazenamento dos valores da funcéao
var nX = nY = 100;
var dx = wrdW/nX;
var dy = wrdH/nY;
var zmax = —-Infinity;
var mapa = [];
for (var 1i=0;i<nX;i++) {
var x = -wrdW/2 + 1i*dx;
for (var j=0;3j<n¥Y;j++) {
var y = -wrdH/2 + j*dy;
var r = Math.sqgrt (x*x+y*y)
var theta = Math.atan2(y,x);
var z = Math.pow( (r * R31(r) * T10(theta)),2);
if (z>zmax) zmax = z;
mapa.push ([x,y,2]);

}

// construcdo da imagem propriamente dita

for (var 1=0; i<mapa.length; i++) {
ctx.beginPath() ;
ctx.fillStyle = darkBody (mapal[i][2]/zmax) ;
ctx.strokeStyle = ctx.fillStyle;
ctx.rect(mapal[i] [0],mapal[i] [1],dx,dy)
ctx.stroke () ;
ctx.fill();

}

</script>

</body>
</html>

Como no exemplo anterior (listagem 4), o documento contém apenas dois elementos:
um canvas e um script. Quanto ao canvas, a Unica diferenca ¢ o seu tamanho, um pouco maior.
Quanto ao script, contém quatro trechos distintos, novamente identificados com linhas de

comentarios e descritos em detalhes a seguir.
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Definicao da funcio que atribui a cor ao ponto

O primeiro bloco define a fun¢do que retorna uma cor no esquema dark body para cada
valor de z fornecido. Nos exemplos anteriores, as fung¢des realizam um simples célculo e
retornam um valor numérico. Neste caso, o corpo da fun¢ao constitui um programa a parte,
contendo variaveis locais (var ...), estruturas de controle e repeticdo (if ..., for
(...))etudo o mais que pode ser utilizado em um programa comum. O valor retornado nesse
caso ndo ¢ um valor numérico, mas uma expressao literal (string) que especifica uma cor.

O corpo da fungdo inicia definindo os parametros do gradiente de cor utilizado. A
seguir, testa se o valor do parametro fornecido ¢ menor que 0. Se for, a fungdo fixa as trés
componentes de cor em 0 (isto ¢, prepara a cor preta como retorno). Da mesma maneira, a
funcao testa se o parametro fornecido ¢ maior que 1. Se for, a fun¢do fixa as trés componentes
de cor em 255 (isto €, prepara a cor branca como retorno). Para valores intermediarios entre 0
e 1 a funcdo calcula as contribui¢des de cada cor segundo o esquema explicado anteriormente.
Primeiro, utiliza um lago for (...) para descobrir em que trecho do gradiente o pardmetro
fornecido se encontra. A seguir utiliza essa informacgao para obter o valor de cada componente
de cor segundo a especificacdo do intervalo através de uma interpola¢ao linear. Por fim, o valor
retornado € uma expressao literal que especifica uma cor (por exemplo, rgb (130,214, 35)).

Captura do contexto grafico e transformacao de coordenadas

Esse bloco ¢ em tudo semelhante ao apresentado na andlise da listagem 4. Dignos de
nota talvez sejam os parametros da instru¢do ctx.transform(. . .), em particular o quarto
parametro, com sinal negativo, que inverte a dire¢do do eixo y (no sistema do canvas, o €ixo y
aponta para baixo; no sistema do problema, o eixo y aponte para cima).

Calculo e armazenamento dos valores da fun¢ao

Nesse bloco o plano com 50 x 50 raios de Bohr ¢ dividido em 100 % 100 regides. A
instrucdo mapa = [] informa ao JavaScript que a variavel deve ser tratada como um vetor
(ou matriz, no jargdo computacional), isto €, uma varidvel que ird armazenar uma lista de itens
do mesmo tipo. Dentro dos lacos que fazem a varredura sdo calculadas as coordenadas
cartesianas x e y de cada ponto, que serdo usadas para informar ao canvas o inicio de cada
pequena regido a ser colorida. As coordenadas retangulares sdo convertidas para coordenadas
polares r e theta e o valor de z ¢ calculado passando estas coordenadas como parametros
para as fungdes R31 (r) e T10 (theta) . Aultima instrucao do lago mais interno adiciona ao
vetor mapa um vetor com os trés nimeros associados a cada regido do grafico a ser colorida
(as coordenadas x e y e o valor z da fung¢do).

Ao final do processo, a varidvel mapa conterd 10 mil vetores de trés elementos cada,

constituindo um vetor bidimensional 10000 x 3. Simultaneamente, ¢ realizado o processo de
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busca do maximo da funcdo, que atualiza o valor de zmax cada vez que a instrugdo if
(z>zmax) for verdadeira. Antes do laco ser iniciado, o valor de zmax deve ser inicializado

com o menor valor possivel. (-Infinity).

Construciao da imagem propriamente dita

O terceiro e ultimo bloco contém um lago que percorre todos os 10000 elementos da
variavel mapa. Para cada um deles utiliza o terceiro "sub-elemento" normalizado pelo maximo
da funcdo (mapa[i] [2] /zmax)como parametro para a fungdo que calcula a cor. A cor obtida
¢ atribuida para as propriedades cor de preenchimento (fi11Style) e cor de contorno do
canvas (strokeStyle). A instru¢do ctx.rect (x,y,dx,dy) desenha e preenche um
retangulo com inicio em x, y e dimensdes dx, dy.

Densidade de pontos

Outra maneira frequentemente utilizada para mostrar este tipo de informagao consiste
em construir uma figura na qual a densidade de pontos em uma determinada regido do plano
(ou do espaco, no caso 3D) ¢ proporcional a grandeza que se quer visualizar. No caso das
funcdes de onda do atomo de hidrogénio, esta representacdo € particularmente interessante por
dois motivos. Por um lado, apresenta os dados como se fossem a superposi¢ao de uma série de
medidas da mesma coisa, cada uma com um resultado diferente, seguindo uma distribuicdo de
probabilidades. Por outro, a propria imagem ¢ construida probabilisticamente (sorteando
nimeros) € ndo deterministicamente como no caso anterior. Apesar das duas maneiras levarem
ao mesmo resultado, este procedimento incorpora claramente a imagem resultante a natureza
probabilistica do fendmeno.

Concretamente, o problema consiste em distribuir pontos aleatoriamente sobre uma
superficie. Essa aleatoriedade, entretanto, ndo ¢ uma aleatoriedade qualquer, mas deve seguir
uma distribuicao de probabilidades especifica, dada pelas solugdes da equagdo de Schroedinger
para as componentes radial e angular da funcdo de onda.

Nesse problema, devem ser sorteados um valor para o raio e um valor para o angulo
em que se encontra o elétron no momento em que ¢ feita a "fotografia". A cada nova fotografia,
um novo raio € um novo angulo devem sdo sorteados, sempre seguindo a distribui¢do de
probabilidades dada pela solug¢@o da equacdo de Schroedinger.

Computacionalmente, esses sorteios sdo feitos utilizando-se geradores de numeros
aleatorios. Entretanto, ¢ inviavel incorporar nas linguagens de programacgao geradores de
numeros aleatdrios para a infinidade de distribuigdes de probabilidades associadas a fendmenos
reais da fisica, da biologia, da economia etc. Em geral as linguagens de programacao dispdem
de apenas um gerador de niimeros aleatdrios, que fornece nimeros que seguem a distribui¢ao
uniforme. A partir deles técnicas matematicas sdo utilizadas para obter nlimeros que obedecem
distribui¢des de probabilidades arbitrarias.
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Distribuicoes de probabilidades

Um gerador de nimeros aleatorios que obedece a uma distribui¢cdo uniforme produz
numeros entre dois extremos (entre 0 e 1, por exemplo) com igual probabilidade. Ou seja, ¢
aquela em que a probabilidade p(x) de se gerar um niimero entre x e x + dx ¢ dada por:

p(x)dx = dx

para 0 <x <1 e 0 para qualquer outro intervalo. A distribui¢do de probabilidades ¢
normalizada (a probabilidade de gerar qualquer numero € 1):

f+oop(x)dx =1

— 00
A Fig. 7 apresenta o grafico de frequéncias obtido para 100 mil nlimeros aleatorios

sorteados entre 0 e 1 a partir da distribuicao uniforme, distribuidos em 100 canais ao longo do

eixo x.

1000 PWNNUMAAMMAAN A MA

0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0

Fig. 7 — Grdfico da frequéncia de 100 mil numeros aleatorios sorteados utilizando a
distribuigdo uniforme p(x)dx e distribuidos em 100 canais ao longo do eixo x. O grdfico deixa
evidente que, apesar da pequena flutuagdo estatistica, todos os canais contém

aproximadamente o mesmo valor (~1000).

Lei da transformacao das probabilidades

A lei fundamental da transformacao das probabilidades (ANGUS, 1994; PRESS et al.,
2007) permite relacionar nimeros que obedecem uma distribui¢do de probabilidade p(y) a
nimeros que obedecem outra distribui¢dao uniforme p(x)

lp()dy| = [p(x)dx|
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de modo que:
_ dx
r(y) = p(x) dyl

Fazendo p(x) = 1 (distribui¢do uniforme) e integrando a equagdo obtém-se:
y
! !
X = J p(y)dy
0

Invertendo essa equacdo, obtém-se a funcdo y(x) que, dado um numero x sorteado de
uma distribuicdo uniforme p(x), retorna um numero y que obedece a distribuicao p(y).
Um exemplo concreto pode deixar o procedimento mais claro. A distribuicdo de

probabilidades:
p(y)dy = 2ydy, paral0 <y <1

fornece nimeros aleatérios que obedecem uma "rampa" linear entre 0 ¢ 1 (o fator dois ¢ a
constante de normaliza¢do, de modo que a integral da funcao no intervalo considerado seja 1).
Utilizando a lei de transformacao de probabilidades, fazendo p(x) = 1, integrando a equacdo e
invertendo o resultado obtém-se:

dx
p(y) = p(x)I@I =2y

x =1y?

y=vx

Em palavras, isso significa que a raiz quadrada de nimeros sorteados de uma
distribuicao uniforme obedecem a rampa linear. A Fig. 8 mostra o grafico da frequéncia de 100
mil nimeros aleatérios sorteados utilizando a distribui¢do p(y)dy = 2ydy.

Densidade de pontos

No caso das funcdes de onda do 4atomo de hidrogénio, € possivel calcular
analiticamente as integrais das distribuicdes de probabilidade 72|R3(1)|? e |010(8)|>.
Entretanto, ndo ¢ possivel inverté-las para obter expressdes analiticas para r(x) e 6(x) (como
acontece, alids, na vasta maioria dos problemas praticos, onde frequentemente sequer se
conhece exatamente a distribuicdo de probabilidade). Nesses casos, em geral a integral ¢
calculada numericamente, armazenada em uma tabela (com a precisao desejada), e o valor de y
¢ obtido a partir de uma interpolacao entre dois valores previamente calculados. Por tratar-se
de um procedimento relativamente simples e aplicavel a todo tipo de distribuicdo (tedrica ou
experimental, integravel ou ndo, inversivel ou ndo), é aplicado na solucdo de todo tipo de
problema.
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Fig. 8 — Grafico da frequéncia de 100 mil numeros aleatorios sorteados utilizando a
distribui¢do p(y)dy = 2ydye distribuidos em 100 canais ao longo do eixo y. Apesar da
flutuagdo estatistica, o grdfico deixa evidente que os numeros sdo sorteados com uma

probabilidade que cresce linearmente entrey =0 ey = 1.

A Fig. 9 mostra os graficos das integrais das distribui¢des de probabilidade
72|R31(1)|? e |010(8)|? calculadas e apresentadas no documento descrito na listagem 6.
Também na listagem 6 estd detalhado o processo de obtengao da Fig. 10, que mostra densidade
de probabilidade de se encontrar um elétron em um plano que passa pelo nticleo do atomo de
hidrogénio, obtida através do sorteio de 50000 pontos (7,6)) que obedecem a essas distribuigdes
de probabilidades.

1.00 1.00
0.75 0.75
0.50 0.50
5
0.25 025
0.00 0.00
0 5 10 15 20 25 0 50 100 150
r(xao) & (graus)

Fig. 9 — Grdficos das integrais das densidades de probabilidade 1?%|R3,(7)|?
(esquerda) e |0,4(0)|? (direita) obtidas numericamente. Em ambos os casos foram geradas

tabelas que calculam os valores das integrais com uma precisdao da ordem de 0,1%.
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Fig. 10 — Representagdo da densidade de probabilidade de se encontrar um elétron
em um plano que passa pelo niicleo do dtomo de hidrogénio, obtida através do sorteio de 50000

pontos (31, \theta$) que seguem as distribuicées de probabilidade e r*|R31(r)|%e |010(0)|? .

Listagem 6 - Documento utilizado para gerar as Fig. 9 e 10.

<html>

<script src="file://C:/flot/jquery.js"></script>
<script src="file://C:/flot/jquery.flot.js"></script>

<body>

<div id="grIntR31" style="width:200;height:200"></div>
<div id="grIntT10" style="width:200;height:200"></div>
<canvas id="densPts" width="250" height="250"></canvas>

<script>

var 72 = 1;
var a0 = 1;

function R31(r) {
return 4*Math.sqrt (2)/3*Math.pow((Z/3/a0), (3/2))*
(z*r/a0)* (1-2*r/6/a0) *Math.exp (-Z*r/3/a0) ;
}

function T10 (x) {
return Math.sqrt (3/4/Math.PI)*Math.cos (x);

}

// preenche o vetor intR31 com a integral de R31

var intR31 = [];

var a0 = 1;

var nRadius = 1000;

var dRadius = 25*a0/nRadius;
var radius = [];

for (var i=0; i<=nRadius; i++) radius.push (i*dRadius) ;
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var int = 0;

for (var 1=0; i<=nRadius; 1++) {
int += R31 (i*dRadius)*R31 (i*dRadius)*

(1*dRadius) * (1*dRadius) *dRadius;

intR31.push (int);

}

// garante que a integral seja normalizada

for (var i=0;i<intR31.length;i++) intR31[i] /= int;
console.log (int);

// preenche o vetor intTl10 com a integral de T10
var intT10 = [];
var nTheta 720;
var dTheta Math.PI/nTheta;
var theta = [];
for (var i=0; i<=nTheta; i++) theta.push (i*dTheta);
var int = 0;
for (var 1=0; i<=nTheta; 1i++) {
int += T10 (i*dTheta)*T10 (i*dTheta) * dTheta;
intT10.push (int) ;

}

// garante que a integral seja normalizada

for (var 1=0;i<intT10.length;i++) intT10[1i] /= int;
console.log (int) ;

// definicdo da funcdo que obtem raio aleatério
function randomR31 () {

var x = Math.random() ;

for (var i=1;i<intR31.length;i++)

if ((x>=intR31[i-1])&& (x<intR31[i]))
return (i-1)*dRadius + (x-intR31[i-1]) *
dRadius/ (intR31[1]-intR31[i-11);

}

// definicdo da funcdo que obtem o &ngulo aleatdrio
function randomT10 () {
// theta foi definido de 0 a pi. Para preencher todo o espaco
// é sorteado outro numero que define o sinal do &ngulo
var x = Math.random() ;
if (Math.random()>0.5) sgn = 1; else sgn = -1;
for (var 1=1;i<intT10.length;i++)
if ((x>intT10[1i-1]) && (x<=intT10[i]))
return sgn * ( (i-1)*dTheta + (x-intT10[i-1]) *
dTheta/ (intT10[1]-intT10[i-11) );
}

// constroi o vetor com os pontos [r, f]
//para o grafico da integral em r
var grIntR31 = [];
for (var 1=0;i<intR31.length;i++) {

var r = radius[i];

var £ = intR31[i];

grIntR31.push( [r,f] );
}
S.plot( "#grIntR31", [grIntR31],

{ yvaxis:{ max: 1 }, colors: ["black"] } );

// constroi o vetor com os pontos [r,t]
// para o grafico da integral em theta
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var grIntTl0 = [];
for (var 1=0;i<intT10.length;i++) {

var t = thetal[i]*180/Math.PI;

var £ = intT10[1i]

grIntTl0.push( [t,£f] );
}
S.plot ("#grIntT10", [grIntT10],

{ yvaxis: { max: 1}, colors: ["black"] } );

// captura o canvas e transforma as coordenadas

var cnv = document.getElementById("densPts");

var ctx = cnv.getContext ("2d");

var cnvW = cnv.width;

var cnvH = cnv.height;

var wrdW = 50;

var wrdH = 50;
ctx.transform(cnvW/wrdwW, 0, 0, —cnvH/wrdH, cnvW/2, cnvH/2)
ctx.rotate (Math.PI/2)

ctx.lineWidth = wrdW/cnvW;

// sorteia r e t para desenhar o ponto
for (var i=0; 1<50000; i++) {

var r = randomR31();
var t = randomT1O () ;
var x = r * Math.cos(t);

var y = r * Math.sin (t);
ctx.beginPath() ;
ctx.arc(x,y,wrdWw/1000,0,2*Math.PI,0);
ctx.f111();

}

</script>

</body>
</html>

A listagem 6 tem comentarios que a esta altura devem deixa-la quase autoexplicativa.
Comeca incluindo os pacotes necessarios para desenhar os graficos com o FLOT e declarando
as divisdes e o canvas que vao receber os graficos e a figura com a densidade de pontos,
respectivamente. No inicio do script estdo as definicdes do numero atomico e do raio de Bohr
(em unidades convenientes) e das fung¢des que calculam R34 (1) € 014(6).

O bloco seguinte define as estruturas de dados que receberao os valores possiveis de
(radius = [])edaintegral de r?|R3;(r)|? (intR31 = [])eusadoislacos for (...)
distintos, um para apensar valores sucessivos do raio ao vetor radius e outro para apensar os
valores da integral da funcdo ao vetor intR31, em ambos os casos utilizando o método
push (). Ao final do bloco, todos os elementos do vetor intR31 sdo divididos pelo valor da
integral total da funcdo, para garantir que a integral da distribui¢do de probabilidade seja 1.

Procedimento semelhante ¢ utilizado para definir e preencher as estruturas de dados
que receberdio os valores possiveis de 6 e da integral de |0,,(8)|?.

Em seguida, ¢ definida a fungdo randomR31 (), que retorna valores de » que seguem
sua respectiva distribuicao de probabilidades. Dentro da fung¢ao, é sorteado um nimero aleatério
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que obedece a distribui¢do uniforme (x = Math.random()). Umlago for (...) varre
a tabela com a integral verificando entre que elementos encontra-se o valor sorteado (if
((x>=intR31[i-1]) && (x<intR31[1i]))) e retorna um valor interpolado linearmente
entre eles.

A fungdo randomTO01 () ¢ definida essencialmente da mesma maneira, exceto pelo
uso de um numero aleatorio adicional que define um sinal para o angulo, de modo que a figura
apareca completa, e ndo apenas em um hemisfério (pois 6 ¢ definido somente entre 0 e ).

Os dois blocos seguintes constroem os graficos das integrais utilizando o FLOT.
Nestes exemplos, a fungdo $ . plot recebe trés parametros: a referéncia a div que vai receber
o grafico, a matriz com os pontos a serem visualizados e uma lista de opgdes que, no caso,
ajustam o maximo do eixo y para 1 e a cor preta para o grafico (sdo dezenas as opgdes que
podem ser especificadas nesta estrutura (LAURSEN; SCHNUR, 2015)), que ¢ estruturada
empregando um formato amplamente utilizado na internet (ECMA, 2013).

O bloco final captura o canvas e realiza as transformagdes de coordenadas adequadas
antes sortear os 50 mil pontos que compordo a figura. Tanto o numero de pontos quanto o
tamanho deles (definido no terceiro parametro da chamadaa ctx.arc (.. .))influenciam na

qualidade da imagem e varios valores devem ser testados até obter-se o efeito desejado.

V. Conclusao

Em uma sociedade que gera e disponibiliza dados em uma escala cada vez maior, o
dominio de ferramentas que auxiliem a sua visualizacdo e andlise ¢ uma habilidade de extremo
valor pessoal e profissional (particularmente no caso de profissionais da area de ciéncia e
tecnologia, em qualquer nivel). Dada a quantidade e complexidade desses dados, ¢ inevitavel a
utilizacao de ferramentas computacionais para a consolidag¢ao da informagao e apresentagdo em
formatos que possibilitem sua interpretacdo (ou seja, a transformacao de dados em informagao).

Nesse trabalho foram apresentadas metodologias que utilizam as tecnologias de
especificagdo, formatacdo e manipulacdo de informagdes atualmente mais disseminadas no
planeta (HTML, CSS e JavaScript) para auxiliar na visualizacdo de conceitos associadas a um
dos mais importantes topicos da fisica moderna: as distribuigdes de probabilidades associadas
as fungdes de onda do elétron no 4tomo de hidrogénio.

Foram apresentados exemplos concretos de como incorporar em um tnico documento
metodologias de céalculo de valores e geracdo de graficos e imagens que utilizam modelos
matematicos relativamente simples (transformagdes de coordenadas, gradientes de cores e
distribuicdes de probabilidades) que facilitam a interpretacao das informacgoes.

A expectativa ¢ de que, independentemente de seu conteudo especifico, este artigo
tenha ajudado a perceber que alguma familiaridade com técnicas de modelagem e visualizagdo
de informagdes pode vir a ser relevante nos mais diversos contextos pessoais e profissionais.
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